Obsah

1

Chyby merania

1.1 Nahodné a systematické chyby . . . . . . . ... .. ... ... ..
1.2 Aritmeticky priemer a stredna kvadratickd chyba . . . .. .. ..
1.3 Rozdelenie nameranych dat . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.4 Limitné rozdelenie . . . . . . . . ... ... oL
1.5 Normélne (Gaussovo) rozdelenie . . . . . . ... ... .. ... ..
1.6 Prakticky zaver . . . . . . . ... Lo

Urcenie objemu valceka
2.1 Teoreticky avod . . . . . . ...
2.2 Postup merania a spracovanie vysledkov . . . . ... .. ... ..

Meranie doby kmitu kyvadla postupnou metédou
Platné ¢islice

Elektrostatické pole
5.1 Coulombov zdkon . . . . . . .. ... ... ...



1 Chyby merania

Fyzikalne veli¢iny vzdy meriame s urcitou nepresnostou. Zdrojmi tejto nepres-
nosti moézu byt experimentator, nepresné meracie pristroje, meniace sa pod-
mienky merania ako napr. tlak, teplota, vlhkost atd., ako aj vonkajsie rusivé
vplyvy, napr. magnetické pole, tepelné Ziarenie. Skutoéni hodnotu meranej ve-
liciny teda nevieme nikdy presne ur¢it. Pomocou metdd tedrie chyb, o ktorych
struéne pojedname v tejto Casti, vSak vieme uréit hodnotu najpravdepodobnej-
Siu.

1.1 Nahodné a systematické chyby

Chyby merania delime na dve hlavné skupiny — ndhodné a systematické. Nahodné
chyby sa prejavuju tym, Ze opakované merania nejakej veli¢iny davaju rozne
hodnoty. Systematické chyby skresluju vysledky merania vzdy urcéitym sposobom,
napr. vysledok merania vzdy zvicSuju alebo zmensuji. Nedaja sa teda urcif na
zéklade opakovanych merani.

Rozdiel medzi systematickymi a ndhodnymi chybami si méZeme ukézat na
nasledujicom priklade. Predpokladajme, Ze stopkami meriame Cas trvania neja-
kého fyzikalneho procesu. Jednym zo zdrojov chyby je nas cas reakcie pri spus-
teni a zastaveni stopiek. Keby casy nasej reakcie boli v oboch pripadoch tie isté,
navzajom by sa vyrusSili. V skutoc¢nosti vsak niekedy zareagujeme rychlejsie a
niekedy pomalSie. Napr. mozeme reagovat pomalSie pri spusteni stopiek, takze
nameriame kratSiu dobu ako je skuto¢na doba trvania procesu. Alebo mozeme
zareagovat pomalSie pri zastaveni stopiek, a tak namerat vicsiu dobu trvania,
ako je skutocna. Kedze obe moznosti st rovnako pravdepodobné, chyba merania
bude ndhodné. Keby sme opakovali meranie niekolkokrat, niekedy by sme name-
¢asoch nasich reakcii pri spusteni a zastaveni stopiek by sa prejavila v rdéznych
hodnotach ¢asu trvania procesu ziskanych opakovanymi meraniami. Na druhej
strane, ak nase stopky meskaji, nameriame vzdy mensie hodnoty, ako je sku-
so skuto¢nou hodnotou. Meranie je teda zatazené systematickou chybou a nijaky
pocet opakovanych merani by ndm nepomohol tito chybu zistif.

Vyhodnocovanie systematickych chyb, ba dokonca uz ich detekovanie, oby-
¢ajne byva velmi fazké a je postavené na Uplne inych principoch, ako vyhodno-
covanie ndhodnych chyb. Vo vyklade, ktory nasleduje, budeme predpokladat, Ze
systematické chyby st velmi malé v porovnani s pozadovanou presnostou me-
rania. Metédy spracovania chyb, ktoré uvedieme, sa teda buda vztahovat na
pripad, ked je meranie zataZené len ndhodnou chybou.

1.2 Aritmeticky priemer a stredna kvadraticka chyba

Predpokladajme, Ze meriame velicinu z a Ze sme identifikovali vSetky mozné
zdroje systematickych chyb a zredukovali sme ich na zanedbatelnt uroven. Kedze
vSetky ostatné zdroje chyby st ndhodné, mali by sme byt schopni ich detekovat



opakovanymi meraniami x. Urobme teda N merani veli¢iny z, xq,x2,...,xx. V
casti 1.5 dokazeme, Ze nas najlepsi odhad skutoc¢nej hodnoty z,, je aritmeticky
priemer nameranych hodnét z

N
xn0:£:x1+x2+”'+x]\[:Zi:lxz. (1.1)
N N

Nagim cielom je najst veli¢inu, ktora by vystihovala presnost nésho merania.
Preto ozna¢me chybu i-teho merania X — x;, kde X je skutoc¢na hodnota veliciny
x. Tato skutodn| hodnotu vSak nepozname. Vieme ale vypocitat jej najlepsi
odhad — aritmeticky priemer vSetkych N merani (1.1). Za dobry odhad chyby
i-teho merania mozeme teda povazovat veli¢inu.

Ak urobime velky pocet merani, budeme mat zhruba rovnaky pocet chyb klad-
nych a zapornych. Keby sme vSetky tieto chyby sé¢itali, dostali by sme vysledok
velmi blizky nule. Aritmeticky priemer chyb ¢; by teda nebol velmi dobrym ohod-
notenim nepresnosti nasho merania. MdZeme vSak umocnif vSetky chyby &; na
druht, ¢im ziskame len kladné ¢isla a z tychto kladnych ¢isel vypocitat aritme-
ticky priemer. Potom mozeme definovat veli¢inu nazyvani stredna kvadraticka
chyba vztahom

N (N Gt e \/zfil<jszv— I

Veli¢ina (1.3) je mierou presnosti nasho merania. Druhd odmocnina zabezpecuje,
ze jej rozmer je taky isty ako rozmer meranej veli¢iny x. V praxi sa CastejSie
pouziva pre strednt kvadratickii chybu vyraz

Zzl\;l(f — ;)

ktory budeme aj my v dalSom vyklade povazovat za definiciu strednej kvadra-
tickej chyby.

Cislo (1.4) znamen4, 7e pravdepodobnost, Ze jedno meranie padne do inter-
valu (X — 6., X + ;) je priblizne 68%. Platnost tohto tvrdenia ukdzeme v Casti
1.5. Preto veli¢inu definovani rovnicou (1.4) nazyvame aj stredna kvadraticka
chyba jedného merania. My sme vSak neurobili len jedno meranie, ale velky
pocet merani a vypocitali sme z nich nas najlepsi odhad skutoc¢nej hodnoty —
aritmeticky priemer. Preto néas zaujima nepresnost, s akou sme urcili aritmeticky
priemer vSetkych merani. Bez ddkazu uvadzame, Ze tato nepresnost je dobre
ohodnotena vyrazom

0 Y@ w)?
59”_\/N_\/ T (1.5)
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Veli¢inu definovant rovnicou (1.5) nazyvame stredna kvadraticka chyba arit-
metického priemeru. Ako si mozno v§imnat, tato chyba je v/ N-krat mensia
ako strednd kvadratickd chyba jedného merania (1.4). Kym 0, sa s rastticim po-
¢tom merani velmi nemeni, §, s rastiicim N pomaly kles4, ¢o znamena, Ze nas
konec¢ny vysledok je presnejsi.

1.3 Rozdelenie nameranych dat

Predpokladajme, ze nameriame N dat, napr. N vzdialenosti Sosovky od obrazu,
ktory vytvara. Medzi tymito datami sa mdzu niektoré hodnoty opakovat viac-
krat. Nech teda hodnota zj sa nameria ng-krat. Potom nas najlepsi odhad, t. j.
aritmeticky priemer vSetkych N merani sa da vyjadrif ako

Fo 2D S (16)
k

V rovnici (1.6) suma cez k prebieha cez vSetky rézne hodnoty xj a Fy, = ng/N
je pomer poc¢tu merani hodnoty x; a celkového poctu merani.

Subor c¢isel Fj popisuje, ako st nase merania rozdelené na zaklade ich roz-
nych moznych hodnot, preto tento sibor ¢isel nazyvame rozdelenim (nasich vy-
sledkov). Rozdelenie ¢isel Fy, mdzeme zobrazit graficky, ked na os = vynesieme
hodnoty z; a ¢isla F), budeme reprezentovat ¢iarou vysky Fj nakreslenou nad
x. Takyto graf nazyvame Ciarovy histogram. Priklad ¢iarového histogramu je zo-
brazeny na obr. 1.1. Tento histogram odpoveda nasledovnym desiatim meraniam
vzdialenosti sosovky od obrazu, ktory produkuje, v centimetroch:

26, 24,26, 28, 23,24, 25, 24, 26, 25 (1.7)

Obr. 1.1 Obr. 1.2

Vo vicésine merani vSak neziskame celé ¢isla, ako v priklade (1.7). Pravdepo-
dobnejsi subor hodnét ziskanych v nasom merani bude napr.

26.4,23.9,25.1,24.6,22.7,23.8,25.1,23.9, 25.3, 25.4 (1.8)

Ciarovy histogram odpovedajtci tymto hodnotam by pozostaval z desiatich ¢iar
rovnakej vysky, takze by nam nedal takmer nijakd uzito¢nti informéciu. Preto
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rozdelime cely interval, z ktorého merania (1.8) nadobtidaji hodnoty, do mensich
podintervalov — binov o Sirke A}, a spocitame, kolko merani padne do prislusného
binu. Napr. v pripade merania (1.8) spoc¢itame, kolko merani padne do binu medzi
hodnotami 22 a 23, 23 a 24, atd. Vysledkom je binovy histogram na obr. 1.2.
Hodnota vysky f. obdlznika nad binom A} je zvolend tak, aby sa suéin frA
rovnal pomeru poc¢tu merani, ktoré padni do binu Ay, k celkovému poc¢tu merani
N. fiAy je ma teda v binovom histograme t ista funkciu ako Fj v ¢iarovom
histograme. Este dodajme, Ze ak by sme mali meranie s hodnotou hranice medzi
dvoma binmi, mdZeme napr. postupovat tak, ze kazdému z oboch binov priradime
polovicu merania.

1.4 Limitné rozdelenie

Pre vidSinu experimentov plati, Ze ked zvic¢Sujeme pocet merani, histogram re-
prezentujuci ich rozdelenie nadobtida urcity jednoznacny tvar. Napr. ak v nasom
pokuse so sosovkou nameriame 100 hodndt jej vzdialenosti od obrazu, dostaneme
histogram zobrazeny na obr. 1.3 pripominajuci funkciu s jednym maximom. Na
obr. 1.4 je histogram reprezentujuci az 1000 merani. V dosledku tohoto poctu
sme mohli zmenSit velkost binov na polovicu, takze tvar histogramu sa bude bli-
7it k spojitej krivke. Cim viac merani urobime, tym viac sa rozdelenie nasich dat
bude blizit k spojitej krivke a v limite nekone¢ného po¢tu merani by bolo presne
reprezentované touto krivkou, ktorti preto nazyvame limitné rozdelenie.

Obr. 1.3 Obr. 1.4



Obr. 1.5

Limitné rozdelenie definuje funkciu f(z), ktorej vyznam je zrejmy z obr. 1.5. V
anal6gii s binovym histogramom veli¢ina f(z)dz je rovnd pomeru po¢tu merani,
ktoré padnu do intervalu x, x + dz a celkového poc¢tu merani a je reprezentovana
plochou obdlznika o velmi malej sirke dx a vyske f(z) (obr. 1.5a). Ak chceme
vypocCitat pomer po¢tu merani, ktoré padni do intervalu medzi hodnotami a,b,
musime séitaf plochy vsetkych tak§chto tizkych obdlZnikov nachidzajicich sa
medzi a a b, t. j. musime vypocitat integral

/ab f(z)dx, (1.9)

ktorého hodnota sa rovné ploche ohrani¢enej krivkou f(z), osou z a priamkami
y =a,y = b (obr. 1.5b). V tedrii chyb sa sucin f(x)dx interpretuje ako pravde-
podobnost, Ze jedno meranie veli¢iny x padne do intervalu x, 4+ dx. Potom (1.9)
je pravdepodobnost, Ze hocaké meranie padne do intervalu a,b. PretoZe pravde-
podobnost, Ze nameriame hocakt hodnotu z intervalu —oo, +0o je jedna, musi
pre limitné rozdelenie f(z) platit

/_OO f(z)dx = 1. (1.10)

Limitné rozdelenie, ktoré spliia podmienku (1.10), nazyvame normalizované.

Z predchadzajiceho vykladu je zrejmé, ze pravdepodobnost f(x)dx je analo-
gicka velic¢ine F} pre ¢iarové rozdelenie a veli¢ine fpA; pre binové rozdelenie. Ak
pozname tvar funkcie f(z), mézeme potom v analdgii s tymito veli¢inami a rov-
nicou (1.6) vypocitat aritmeticky priemer a stredntt kvadratickia chybu jedného
merania podla vztahov

T = /_OO xf(z)de, (1.11)

[e.9]

52 = /_Oo (z — 2)*f(x)dz. (1.12)

o0

Pripomenme, Ze tieto rovnice platia pre nekoneény pocet merani.

1.5 Normalne (Gaussovo) rozdelenie

Rézne druhy merani maju rozne limitné rozdelenia. Skusenost ukazuje, Ze ak
urobime velky pocet merani, ktoré st zatazené len ndhodnymi chybami, (syste-
matické chyby st zanedbatelné), budi nase merania rozdelené podla symetricke;
krivky tvaru zvona. Tato krivku dobre vystihuje funkcia

1
Gxs(r) = —m=e 77X/ (1.13)

5/ 2m

a v dalsom vyklade, ako aj v naSich praktickych cviceniach, budeme predpokla-
dat, Ze nase namerané hodnoty st rozdelené podla tejto funkcie. Funkcia (1.13)
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je normalizovana a nazyva sa normalne alebo Gaussovo rozdelenie. Stred symet-
rie tohto rozdelenia lezi v skuto¢nej hodnote X a jeho Sirka, t. j. vzdialenost osi
symetrie od bodu na krivke, v ktorom sa meni zmysel jej polomeru krivosti, je
d (obr. 1.6). O poslednom tvrdeni sa moézeme presved¢it rieSenim rovnice, ktort
ziskame tak, ze druht derivaciu podla = funkcie (1.13) polozime rovnua nule.

Obr. 1.6

Ked dosadime rozdelenie (1.13) do (1.11) za f(x), po jednoduchej integra-
cii dostaneme, ze aritmeticky priemer merani veli¢iny x sa rovna jej skutocnej
hodnote. Zdoraznime vsak, Ze tento vysledok plati presne len pre nekonecny
pocet merani. V skutocnosti moézeme urobif len konecny pocet merani. Ak pred-
pokladame, Ze st rozdelené podla normdalneho rozdelenia, aritmeticky priemer
tychto merani bude tym blizsie ku skuto¢nej hodnote, ¢im viac merani urobime.
Podobne vypoctom inegralu (1.12), kde polozime f(z) = Gxs(x), sa d4 Tahko
ukazat (pouzitim substitticie a metédy per partes), Ze Sirka Gaussovho rozdele-
nia sa rovna strednej kvadratickej chybe jedného merania ¢, pre nekonecny pocet
merani. Pre koneény pocet merani je tdto rovnost splnena tym lepsie, ¢im viac
merani mame k dispozicii.

Ak je limitné rozdelenie nasich merani normalne, potom, ako vyplyva z pre-
doslého textu a integralu (1.9), pravdepodobnost P(+4), Ze jedno meranie padne
do intervalu X — 9, X + 4, je dané integralom

e L[ e xem L [T e
P(+6) = Gxs(x)dx = e\ dr = — e “4dz.
( ) /)(5 Xﬁ( ) N2 Jx_s \ 2T /1 ( )
1.14

Poslednti rovnost v (1.14) sme ziskali ipravou zavedenim substiticie (x—X)/§ =
z.

Integral (1.14) sa neda vyjadrif analyticky. Jeho numerickym vypoctom do-
staneme priblizne ¢islo 0.68. To znamend, Ze pravdepodobnost, Ze jedno naSe
meranie padne do intervalu X — §, X + §, je 68%, ¢o je tvrdenie uvedené v
¢asti 1.1. Analogicky mozeme vypocitat pravdepodobnost, Ze jedno naSe mera-
nie padne do intervalu Tubovolnej Sirky opisaného okolo skuto¢nej hodnoty X,
t.j. X —td, X +t0, kde ¢ je lubovolné kladné ¢islo. Tato pravdepodobnost je

t
P(+£t6) = R (1.15)

27’(’ —t
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Integral (1.15) sa nazyva funkcia chyb alebo normélny integral chyb a oznacuje sa
erf(t). Pravdepodobnost dand jeho hodnotou sa rychlo blizi k 100% so stipajticim
t. Pre t = 2 je tato pravdepodobnost 95.4%, pre t = 3 je to 99.7%.

Na zaver ukazeme, ze ak sa merania veli¢iny x riadia normélnym rozdelenim
(1.13), najlepsi odhad jej skutocnej hodnoty je aritmeticky priemer vsetkych
merani. Vyjadrime si teda najskér pravdepodobnosti, Ze nameriame hodnoty
r1, Ta,..., Ty, kKtoré sme v skutofnosti uz namerali: pravdepodobnost P(x1), Ze
nameriame hodnotu z intervalu 1, x1 + dx; je

]_ 2 2
P(x,) = e~ (@=X)%/2% g 1.16
( 1) 5@ 1 ( )
Podobne by sme vyjadrili pravdepodobnosti namerania vSetkych ostatnych hod-
not s,..., xn. Potom pravdepodobnost, Ze nameriame prave sibor udajov x1,
Zo,..., Ty, je dana sucinom pravdepodobnosti

P(z1,....,xny) = P(x1) X P(x3) X ... X P(zy)

1 2 2
= = e Xhi@x)?s )dz1dzs...dry. (1.17)

(0v/2m)N

Teraz pouzijeme princip maximalnej pravdepodobnosti, ktory v tomto pripade
hovori, Zze najlepsi odhad skuto¢nej hodnoty X ziskame pre taky sibor hodnot x4,
Ta,..., Ty, pre ktory je pravdepodobnost (1.17) maximélna. Toto bude splnené
vtedy, ked suma v exponente exponencialnej funkcie v (1.17) bude minimélna a
toto minimum najdeme tak, Ze derivujeme E@]\;(% — X)? podla X a vysledok

polozime rovny nule, t. j.
N

D (- X) =0 (1.18)
i=1
7 poslednej rovnice vyplyva, ze najlepsi odhad skutocnej hodnoty X veli¢iny,
ktora podlieha norméalnemu rozdeleniu, je aritmeticky priemer vsetkych N me-

rani 7 = (3N, 2,)/N.
Podobne, keby sme polozili rovni nule derivaciu funkcie

1

e Sty (wi=X)?/(26%) (1.19)

podla ¢, dostali by sme pre najlepsi odhad $irky Gaussovho rozdelenia

_ Zﬁ\;l(X — x;)?
0= \/ N ) (1.20)

Pri kone¢nom pocte merani vsak skutocnit hodnotu X nepozname. Mame vsak
pre 1iu jej najlepsi odhad — aritmeticky priemer vSetkych merani. Ked teda dosa-
dime do (1.20) za X aritmeticky priemer, dostaneme vztah pre strednt kvadra-
tick chybu jedného merania (1.3). To znamené, Ze pri koneénom pocte merani,
ktoré st normalne rozdelené, je najlepsim odhadom pre sirku tohto rozdelenia
stredna kvadratickd chyba jedného merania (1.3).
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1.6 Prakticky zaver

Pre lepsiu orientaciu pri vypoc¢toch uvadzame v tejto casti vzorce, ktoré budua
pouzivané prakticky v kazdej laboratérnej tilohe. Predovsetkym je to vyjadrenie
pre strednu kvadratickt chybu aritmetického priemeru N merani veli¢iny z, t. j.
rovnica (1.5)

_ O N (= _ )2
5, — _ [ 2imlE ) , (1.21)
VN N(N —1)
kde x; je i-te meranie. Na zdklade (1.21) mozno dalej vypocitat stredna prav-
depodobnt chybu aritmetického priemeru definovani vyrazom

_ 9_
Uy = =0z 1.22
' (1.2

a stredni1 maximalnu chybu aritmetického priemeru definovani rovnicou
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2 Urcenie objemu valc¢eka

2.1 Teoreticky uvod

Na obr. 2.1 je zobrazeny valcek o vyske h a priemere podstavy d. Nasou tlohou je
zistit z merania tychto veli¢in jeho objem, ako aj nepresnost, t. j. chybu, ktorou
je uréenie objemu zatazené.

Obr. 2.1

Ako je zndme, objem valceka vypocitame podla vztahu
2

d
= 1—~h. 2.1
% 7r4h (2.1)

Ako vSak vieme (pozri ¢ast “Chyby merania”’), na spolahlivé urcenie hodnot
h a d, a teda aj objemu V a chyby, ktorej sa pri uréeni objemu dopustame,
nestaci jedno meranie. Veli¢iny h a d preto zmeriame niekolkokrat — N-krat — a
z tychto N merani uréime aritmetické priemery h a d, ktoré reprezentuji nase
najlepsie odhady skutoc¢nych hodnot vysky a priemeru podstavy valceka. Potom
nas najlepsi odhad objemu valceka je ¢islo

_ d? -

Samozrejme, zZe by sme mohli postupovat aj tak, ze by sme pre kazda dvojicu
merani h; a d; vypocitali prislusny objem V; a za nas najlepsi odhad by sme
zobrali aritmeticky priemer vsSetkych N vypocitanych objemov. Potom chybu
merania objemu valéeka by sme mohli vypodcitat s pouzitim vzorca (?7), kde by
sme dosadili za z; objemy V; a za V aritmeticky priemer vietkych N objemov. V
tejto tlohe v8ak budeme pocitat nas najlepsi odhad skutoéného objemu valceka
pomocou rovnice (2.2) a prislusni chybu na zéklade nasledujuicich avah.

Predpokladajme, Ze chceme meranim zistif hodnotu fyzikélnej veli¢iny f,
ktorad je funkciou veli¢in x, y, z, ... Veli¢inu f(x,y,z,...) vSak nevieme priamo
zmerat. Vieme ale priamo zmerat hodnoty veli¢in z, y, z,..., a na zaklade tychto
merani vieme odhadnit prislusné chyby 0, dy, 6., ... Potom hodnotu f a chybu
dy, ktorou je nase meranie zatazené, mozeme zistit vypoctom zo zmeranych hod-
not x, y, z,..., a z chyb, s ktorymi sme ich odmerali. Bez doékazu uvadzame vzorec
pre chybu merania f

5 = \/(g£>252 (85)252 (gi)%u... (2.3)



V rovnici (2.3) symbol 0f/0x je parcidlna derivacia funkcie f(z,v, z,...) podla
x, df /0y je parcidlna derivacia f(z,v, z, ...) podla y, atd.

Poznamka: Parcidlna derivacia funkcie viac premennych podla jednej z pre-
mennych znamena, ze vSetky vyrazy obsahujice ostatné premenné povazujeme
za konstanty. Napr. parcidlna derivicia funkcie g(x,y) = 23y + 3* podla x je
dg(x,y)/0x = 3%y, pretoze vyrazy y a y* s vzhladom na tito derivaciu kon-
Stanty.

V nasom merani objemu valceka funkciou je objem V' a premenné sa h a d.
Na zaklade (2.3) potom chyba, s ktorou objem urc¢ime, je

8V 6V
2 2 252 2.4
kde parcidlne derivacie st dané vyrazmi
o _ &V oV mhd v 25)
oh "4 h'  ad 4 d’ '

Skombinovanim rovnic (2.4) a (2.5) dostaneme pre chybu objemu vyjadrenie

B On\y | 204\,
5v—V\/(h)+(d). (2.6)
Do tohto vzorca dosadime za V ¢islo V' dané rovnicou (2.2), za h a d ich arit-

metické priemery h a d a za chyby merania vysky a priemeru podstavy isla
vypocitané zo vzorcov

5 _ \/(ﬁ—h1)2+(h—h2)+ -+ (h— hy)? \/Zzl (2.7)

NN —1)
- (A= d)? (A= do)? + .+ (d— dy)? le
5 \/ T \/ (28)

Vyjadrenia (2.7) a (2.8) predstavuju stredné kvadratické chyby aritmetickych
priemerov h a d a ziskali sme ich aplikovanim vzorca (1.5) na naSe meranie.
Konecné vyjadrenie chyby, s ktorou v tomto merani urcime objem valceka, je
teda

5y — v\/ Oyt 2y (2.9)

2.2 Postup merania a spracovanie vysledkov

1. Mikrometrom zmeriame 10-krat vysku h a priemer podstavy d valceka v
milimetroch. Vysledky merani zapiSeme do tabulky 2.1 Najmensi dielik
na mikrometri je stotina milimetra. MoZeme teda merat s presnostou na
tisiciny milimetra, ktoré stanovime odhadom. Chyby merania h a d by teda
radovo mali byt tiez tisiciny milimetra.
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2. Vypodcitame aritmetické priemery h a d a stredné kvadratické chyby 0, a &,
podla vzorcov (2.7) a (2.8). KedZe tieto hodnoty predstavuji medzivysledky
a nie konecné vysledky, ponechame v nich viac desatinnych miest, ako by
sme mali, keby sme ich zaokruhlili (pravidla zaokrihlovania si vysvetlené
v Casti “Platné ¢islice”). Napr. $tyri az pét. Ziskané hodnoty uvedieme v
tvare

vyska valéeka = h + 4y, (2.10)
Od-

priemer valéeka = d + (2.11)

Upozoriiujeme, Ze chyby merania 8, a 64 st udané v tgch istych jednotkach,
ako veli¢iny, ktorym koresponduji. Toto pravidlo plati nielen v tomto pri-
pade, ale aj pri merani fubovolnej fyzikalnej veliciny.

3. Hodnoty ziskané v bode 2 dosadime do vzorcov (2.2) a (2.9). Chybu 6y
zaokrtihlime na jednu az dve platné ¢islice a objem V na tolko desatinnjch
miest, kolko bude mat chyba (pozri ¢ast “Platné ¢islice”). Tieto kone¢né
vysledky uvedieme v tvare

objem valéeka = V =& dy . (2.12)

4. Urobime diskusiu o realnosti dosiahnutych vysledkov.

Tabulka 2.1
merania | [mm] [mm] [mm?] [mm] [mm] [mm?]
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3 Meranie doby kmitu kyvadla postupnou me-
todou

Metoda postupnych merani sa pouziva na meranie periody casovo alebo pries-
torovo periodickych dejov a sStruktar. V tychto praktickych cviceniach budeme
postupnou metédou merat periédu kmitania, t. j. dobu kmitu, fyzikdlneho ky-
vadla. Na prvy pohla by sa mohlo zdat, Ze sta¢i zmerat dobu niekolkych kmitov
a tuto potom vydelif po¢tom kmitov. Takto by sme vS8ak mali k dispozicii na
urcenie periédy kmitania kyvadla len jedno meranie. Nemohli by sme ho teda
Statisticky vyhodnotit, t. j. vypocitat chybu merania na zaklade vzorcov uvede-
nych v predchadzajucich c¢astiach. Preto vyuzijeme pri tomto merani postupnii
metodu.

Meranie urobime stopkami, ktoré zaznamenévaji medzicasy. Pomocou nich
zaznamename medzicas zakazdym, ked kyvadlo vykona 10 kmitov az po 100
kmitov, t. j. odmeriame casy, za ktoré kyvadlo urobi 10, 20, ... az 100 kmitov.
Takto ziskané ¢asy rozdelime na dve polovice. Prvia polovicu budu tvorit doby
trvania 10, 20,.. ., 50 kmitov a tieto data zapiSeme do druhého stipca tabulky 3.1.
Druht polovicu — doby trvania 60, 70, ..., 100 kmitov — zapiSeme do $trtého stipca
tabulky 3.1. Ako je teda zrejmé, namerané a vypocitané data buda zanamenané
v tabulke 3.1 v piatich riadkoch a index i bude nadobtdat hodnoty 1, 2, ..., 5.

Tabulka 3.1
i [s] i+5 [s] [s] [s]

7Z nameranych a zaznamenanych tdajov najskor vypocitame rozdiely dvo-
jic ¢asov z druhej a prvej polovice stiboru merani, ktoré maju tt isti poziciu,
t. j. od kazdej hodnoty vo Stvrtom stlpci tabulky 3.1 od¢itame hodnotu z jej
druhého stipca nachiddzajicu sa v tom istom riadku. Takto dostaneme &isla ti,
ktoré zapiSeme do piateho stipca tabulky 3.1. Je jasné, Ze ¢isla ti, zodpovedajt
dobe trvania 50 kmitov a ¢asy T}, uvedené v poslednom stlpci tabulky 3.1, dobe
jedného kmitu — jednej peridde. Nasim konec¢nym vysledkom pre dobu kmitu ky-
vadla bude aritmeticky priemer z hodnot 77, Ts, ..., Ts. Chybu merania — strednua

kvadraticki chybu aritmetického priemeru 7' — vypocitame podla rovnice (1.5)
pre N = 5. Prislusny vzorec je

o T =N+ (T=T)+ ..+ (T-T5)* _ [30,(T-T)?
5T_\/ 55— 1) _\/ 20 - 3)

Vysledok zaokrihleny podla zndmych pravidiel (pozri ¢ast “Platné ¢islice” ) uve-
dieme v tvare o
perioda kyvadla = T £ d7. (3.2)

Postupna metéda teda umozinuje vyuzitie viacerych merani na urcenie periédy
periodického deja, ktora ziskame na zaklade Statistického spracovania a vyhod-
notenia tychto merani.
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4 Platné cdislice

Pod prvou platnou ¢islicou ¢isla rozumieme prvu éislicu zlava v tomto ¢isle roznu
od nuly. Napr. v ¢isle 0.02347 je prvou platnou cislicou ¢islica 2 na mieste stotin,
druhou platnou dislicou je ¢islica 3 na mieste tisicin, atd. Inym prikladom moze
byt ¢islo 6053.17. Tu je prvou platnou ¢islicou ¢islica 6 na mieste tisicok, druhou
platnou ¢islicou je ¢islica 0 na mieste stoviek, atd. Zaokruhlit ¢isla uvedené v
tychto dvoch prikladoch napr. na dve platné ¢islice by znamenalo zaokrihlenie
na 0.023 a 6100.

V kazdom fyzikdlnom experimente mozeme merat dani velic¢inu len s urci-
tou presnostou. Preto uvadzat chyby na prilis vela platnych ¢islic nemé zmysel.

Napr. ked pri merani tiazového zrychlenia g uvedieme chybu §, ako 0.02347 ms~2,

znamena to, ze sa doptstame pri tomto merani chyby uZ na trovni stotin ms—2.
Nema teda zmysel ponechévat v tomto odhade chyby viac ako jednu, nanajvys
dve platné cislice. Preto zakladné pravidlo pri odhade chyb znie: Chybu mera-
nia zaokruhlujeme takmer vzdy na jednu platni ¢islicu. Tu vSak méame na mysli
chybu kone¢ného vysledku. Ak vypoctu konec¢ného vysledku predchadzali medzi-
vypocty, v tychto ponechavame aspon o jednu platnu ¢islicu viac, t. j. dve az tri,
ak ide o chyby.

Postup pri zaokrthlovani konecnych vysledkov merania je teda nasledujuci:
Najskor zaokruhlime chybu merania danej veli¢iny na jednu, pripadne dve platné
C¢islice, a potom zokrthlime nameranti hodnotu veli¢iny na tolko desatinnych
miest, kolko mé chyba. Napr. ak zistime vipo¢tom hodnotu rychlosti 6178.15 ms™?
a chyba zaokrtihlend na jednu platna éslicu je 30 ms™—!, potom koneény vysledok
bude mat tvar

rychlost’ = (6180 £ 30) ms™'. (4.1)

Poznamenajme eSte, Ze ak vysledkom nasho merania je velké ¢islo, je ndzornejsie
uviest toto Cislo a prislusni chybu v tej istej forme. Napr. pri merani modulu
pruznosti v fahu ocele méZeme mat chybu 4 x 10° Pa a hodnotu 2.13 x 10! Pa.
Je ovela jasnejSie uviest tento vysledok vo forme

modul pruznosti = (213 & 4) x 10° Pa, (4.2)

ako
modul pruznosti = (2.13 x 10" £ 4 x 10?) Pa. (4.3)

Literatura

J. R. Taylor, An Introduction to Error Analysis, University Science Books, 1997

14



